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Introduction 

La plupart des sèries perturbatives de la physique mathématique di- 
vergent. La découverte - due à Poincaré - de ce phénomène pour les 
series de Delaunay-Lindstedt en est probablement l'exemple le plus 
cèlebre. Poursuivant les travaux de Poincaré, Siegel montra que l'en- 
semble des fonctions analytiques pour lesquelles ces series sont conver- 
gentes en un point critique est maigre au sens de Baire [TU EDI 122] (voir 
également [II]). 

Parallèlement à ces resultats négatifs, Poincaré et Siegel démon- 
trèrent les premiers résultats de convergence sur les champs de vec- 
teurs analytiques [Tü], EI] ■ Ces études aboutirent au théorème des tores 
invariants de Kolmogorov et à la théorie KAM [JJ [JÜJ [T2] . 

Dans les années 90, Herman postula l'existence de tores invariants 
dans des systèmes hamiltoniens plus généraux que ceux obtenus par 
perturbation de systèmes intégrables. En 1998, lors du congrés inter- 
national de Berlin, il formula la : 

Conjecture. [7] Un symplectomorphisme réel analytique de fréquence 
diophantienne possède, au voisinage d'un point fixe elliptique, un en- 
semble de mesure posítive de tores invariants. 

Herman conjectura également les deux variantes suivantes plus proches 
des résultats de Poincaré et de Siegel : 

Un hamiltonien réel analytique de fréquence diophantienne possède, 
au voisinage d'un tore KAM, un ensemble de mesure positive de tores 
invariants. 



Un hamiltonien réel analytique de fréquence diophantienne possède, 
au voisinage d'un point critique elliptique, un ensemble de mesure po- 
sitive de tores invariants. 



Cet article a pour but de démontrer ces conjectures en contreba- 
lançant les résultats de divergence de Poincaré et Siegel par des énoncés 
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de type KAM. En fait, les trois démonstrations ne diffèrent que par des 
détails de notations, je ne donnerai donc la démonstration que pour la 
troisième. 

Le resultat de cet article est en fait plus fort que celui conjecturé 
par Herman : sous des conditions dites de Bruno - ce qui inclut le cas 
diophantien - l'ensemble des tores invariants est, dans chacun des cas, 
paràmetre un ensemble de densité égale à un en chacun de ses points. 

La démonstration de la conjecturé de Herman est basée sur le prin- 
cipe suivant. Dans un premier temps, nous montrerons que, sous des 
conditions de Bruno, un hamiltonien avec un point critique possède 
une variété lagrangienne complexe invariante par le flot hamiltonien. 
Puis, dans un deuxième temps, nous verrons que l'existence d'une telle 
variété entraine l'existence d'une famille de variétés lagrangiennes in- 
variantes qui se concentrent au point critique. 

Cette famille définit une déformation de la variété initiale. Mais alors 
que les déformations de la géométrie analytique ont généralement pour 
base des espaces analytiques, celle-ci a pour base un ensemble totale- 
ment discontinu. Si l'on analyse la partie réelle de cette famille dans le 
cas elliptique, on voit que la fibre spéciale est réduite à un point alors 
que celle des fibres génériques sont des tores. 

Ainsi, l'existence d'une variété lagrangienne invariante entraine celle 
d'une famille de telles variétés. On pourrait se demander plus géné- 
ralement si ce principe se généralise, mais cela semble hors de portée 
pour le moment. 
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§1 Énoncé des resultats 

1.1. Un resultat de densité sur les classes arithmétiques. No- 

tons (•, •) le produit scalaire euclidien dans R n . Pour tout vecteur 
a G W 1 , la suite numérique a(a) définie par 

a(a) k := min{|(a,i)| : i G Z n \ {0}, ||i|| < 2 k } 

mesure l'éloignement du vecteur a au réseau des entiers. 

Définition 1. On appelle classe arithmétíque de R n associée à une 
suite a = (ük) l'ensemble 

D := {a G R n : a(a) k > a k }. 

Soit U C R d un ouvert. 
Définition 2 ([HE])- Une applicatíon 

g:XJ — >R n 

de classe C k est dite non-dégénérée en un point x G R d s'ü existe un 
sous-espace vectoriel Pel™ et un entíer l < k tel que : 

i) l'image de g est contenue dans g(x) + P ; 

ii) les dérivées de g d'ordre l évaluées en x engendrent P. 

Pour a G IR n , nous noterons B(a, r) la boule de rayon r centre a, sans 
préciser la dimension de l'espace ambiant. Rappelons que la densité 
d'un sous ensemble mesurable K C R n en un point a est la limite 
(lorsqu'elle existe) : 

,. Vol(KnB(a,r)) 
hm — ; . 

r-+o Vol(B(a,r)) 

Si u = (uk) et v = (vk) sont deux suites numèriques, on note uv leur 
produit (uv)h = u k Vk. 

Théorème 1. Soit a = (di),p = (pi),Pi < 1 deux suites numèriques 
décroissantes strictement positives et 

f :M. d — > R n 
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une applicatíon non-dégénérée. Si 

fc>0 

alors la densíté de l'ensemble / _1 (D pa ) est égale à 1 en tout point de 

/ ; Í'IV). 

Définition 3. Une suite numérique positíve (p n ) est à décroissance 
modérée si elle vérifie la condition 

~ 2^ < +°°' Pn = mm(l,p„). 

n>0 

De telles suites forment une algèbre : le produit et la somme de deux 
suites à décroissance modérée est également à décroissance modérée. 
On dit que le vecteur at G R™ vérifie la condition de Bruno lorsque la 
suite a(a) est à décroissance modérée [2]. 

Une suite numérique positive (p n ) est à croissance modérée si la suite 
iPn 1 ) est à décroissance modérée. 

1.2. Forme normale d'un hamiltonien en un point critique de 
Morse. Munissons M 2n de coordonnés qi,pi pour i = 1, . . . , n ainsi que 
de la forme symplectique Standard 

n 

íü := dqi A dp t . 

i=l 

Désignons par X, X' des sous-ensembles fermés de W 1 . Un symplecto- 
morphisme C k 

cp:X — > X', ip(X) = X' 

est la restriction à X d'un difféomorphisme de classe C k tel que 

(<f*cü) x — cu, Vï G X'. 

Plus généralement, un morphisme de Poisson d'un sous-ensemble d'une 
variété de Poisson est la restriction d'un difféomorphisme de la variété 
qui préserve la structure de Poisson sur l'ensemble donné. 

Si /, g sont des fonctions analytiques dans les variables q,p. Nous 
écrirons 

f = 9 + o(l) 

lorsque la sèrie de Taylor de / — g est une somme de polynòmes ho- 
mogènes dont le degré est supérieur à l. 

Si H : (R 2n , 0) — > (R, 0) est une fonction analytique avec un point 
critique de Morse en l'origine dont la partie quadratique est définie 
positive. 
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Par un changement linéaire de variables qui préserve la forme sym- 
plectique, la fonction H se met sous la forme 



5> l fe 2 + <?·) + °(2)· 



On dit alors que H est elliptique de fréquence 

a = («i, . . . , a n ) e R n . 

Considérons l'application 

n:R 2n ^ R", (q,p) H- (p? + <£,p\ + ql . . . ,p 2 n + ql) 
et notons les coordonnées sur IR n . 

Théorème 2. Soitb = (fej) «ne smíe numérique à décroissance modérée 
et 

H : (R 2n ,0) — ► (R,0) 
une fonction analytique avec un point critique elliptique de fréquence 

a = («i, . . . , a n ) e 1>b- 

Pour tout k > 0, il existe une application A : (IR n , 0) — > R de classe 
C k et un germe de symplectomorphisme de classe C k : 

up : (X,0) — ► (X',0), X := n' 1 o (VA)- 1 ^) 

tels que 

i) Ro<p = A(p 2 + ql...,p 2 n + ql); 

ii) l'application gradient VA = (d Xl A, d X2 A, . . . , d Xn A) : (R ra ,0) — > 
(R™,0) est non-dégénérée ; 

iii) la restriction de ip aux fibres de n est analytique. 

Pour montrer la conjecture de Herman, on applique (par exemple) 
le deuxième théorème à la suite 

b = pa, a:=a(a), Pl := 2' 2{k+2 ^ +2 . 

D'après le premier théorème, l'ensemble 

K:= VA- 1 ^) 

est de densité égale à un au point a G D a . L'ensemble X est fibré au- 
dessus d'un ouvert dense de K par des tores, il est donc également de 
densité égale à un en l'origine, de mème que X' qui est l'image de X 
par un difféomorphisme. 
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1.3. Réseaux et classes arithmétiques. Au vecteur at G R™, on 
associe le réseau T[a] de R™ +1 definit par 

r[a] :={(i,(a 1 i))6l" +1 :ieZ"} 

oü (•, •) désigne le produit scalaire euclidien. 

Désignons par 

g t : R"' +1 — y R n+1 

l'application linéaire dont la matrice dans la base canonique est diago- 
nale de coefficients : 

Soit T C R n+1 un réseau de l'espace euclidien de rang n. On pose 

8(T) = inf Ikll 

7 er 

oü || • || désigne la norme euclidienne. 
Lemme 1 (cf. [31 [8]). Si \(a, i) \ < a alors 

S(g t r[a\) < £ 

oú e, t sord définis par 



e = yzea; 



Démonstration. Pour tout x G M" et tout y G IR, on a : 

\\(x,y)\\ < \/2max(||a;||, \y\) . 
Par conséquent l'inégalité | (cf , i) | < a entraïne : 

\gt(i, (a, i)\ < y/2 max (e _í ||z||, e l a) = e 



La résolution explicite des équations du lemme donne 

e = \/2a\\i\\ ; 
t = ilogf 



□ 



2 

d 



Théorème 3 ([9], Proposition 3.4, Theorem 5.4). Soit U C R un 
voisinage de l'orígine et 

f : U — y R n 

une application non-dégénérée en l'origine. II existe une constante C > 
telle que pour toute boule B(0,r) C R d de rayon suffisamment petit 
et pour tout t > 0, on ait : 

Vo\{{x G B(0,r) :S(g t r[f(x)}) < e}) < Ce lM Vol(B) 

oú l est V ordre de dérivées nécessaires pour engendrer l'image de f (voir 
Définition\^). 
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L'énoncé original de [21 Proposition 3.4] ne concerne que les appli- 
cations non-dégénérées dont l'image n'est contenue dans aucun hyper- 
plan. Dans notre situation, on commence par appliquer la proposition 
à la fonction 

/ : U — ► /(0) ~t~ P ? x i y f{x), P = /(U). 

La conclusion de la proposition étant valable pour /, elle l'est également 
pour / (voir aussi [8]). 

1.4. Démonstration du Théorème [Ü Notons [•] la partie entière et 
considérons l'application 

ip : Z n — > N, i i-)- [log 2 ||z||] + 1. 

Pour i G Z n , </?(i) est le plus petit entier tel que i soit contenu dans la 
boule de rayon 2^ centre en l'origine. 

Fixons i G U 1 et posons k := ip(i). L'ensemble 

M i: ={/3GM n :|(M|<p fc a fc } 
est une bande de largeur p&afe/||i|| et la réunion des M, prise sur tous 
les i G Z n est le complémentaire de la classe arithmétique D pa . 



Pk a k 




Soit a un vecteur de T> a . Notons 5 la distance de a à l'hyperplan 
orthogonal au vecteur i. L'ensemble M, ne peut intersecter la boule 
B(a,r) que si 

r Pk^k 

r > ò 1— 

Comme at G D a , on a donc nécéssairement 

r CLk dk 
à > 7T-F7 > -T- 

\\i\\ ~ 2 k 

Ce qui donne finalement 

(1 - p k )a k 
; < r. 
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Comme la suite p est sommable, il existe N tel que 



Choisissons 



r<inU (1 - 2 f K :À:<N^ 



On a alors 

tp(ï) < N M, n B(a,r) = 0. 

Ceci montre que si Mj intersecte la boule B(a,r) alors le vecteur 
i G Z n doit ètre un element de l'ensemble 

I r :={zGZ":^ T <r, k = <p(i)}. 



Posons 



e k := ^2 k+l a k p k 



1 ||ï|| 

tk ■= - lo s — • 

2 a fc 



D'après le lemme Uj on a : 

f(x) eM,^ 5{g tk T[f(x)}) < e k . 

Par conseqüent, le théorème[3]entraïne l'existence de constante C, 7 > 
telles que 

Vol(B(0,r) n / -1 (Mi)) < C^VoZ(B(0,r)). 
L'application 

f :R d — >R n 

étant différentiable, d'après le théorème des accroissements finis, il 
existe une constante k telle que 

/(B(0,r))cB(a,«r), /(0) = a, 

pour tout r sufnsamment petit. Pour tout r sufnsament petit, on a 
donc : 

r 1 (M i )nB(O,r)^0 => ÍGl Kr . 

Ceci montre que le complémentaire de f~ l {T> pa ) dans la boule B(0, r) 
a sa mesure majorée par 



CVol(B(0,r)) 

\i6l«r 
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Par définition de I Kr , on a : 
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et 

ieZ™ fc>0 <p(i)=k 

Notons le cardinal. On a : 

#{¥>(<) = k} = #{^) < A;} - #{^) < fc - 1} < 2^ 

donc 

iGZ n fc>0 

Par hypothèse, la sèrie du membre de droite est convergente 
montre que les sommes 

tendent vers avec r. Le théorème est démontré. 

§2 ESPACES VECTORIELS ECHELONNES 

2.1. Définition. Une S- échelle de Banach est une famille décroissante 
d'espaces de Banach (E s ), s e]0, S[, telle que les inclusions 

E s+(T cE s , se]0,S[, ae]0,S-s[ 

soient de norme au plus 1. 

Soit E un espace vectoriel topologique. Un S-échelonnement de E est 
une échelle (E s ) de sous-espaces de Banach de E telle que 

i) E = LL]o,s[ E s ; 

ii) la topologie limite directe induite par les inclusions E s cE coïncide 
avec celle de E. 

(Rappelons que si f s : X s — > X un famille d'application d'espaces 
topologiques (X s ) dans un ensemble X. On appelle topologie limite 
directe sur X, la topologie la plus fine sur X qui rend les applications 
f s continues : 

U C X est ouvert <í=í> / S _1 (U) est ouvert dans X s , pour tout s.) 

L'intervalle ]0,S[ s'appelle l'intervalle d'échelonnement. Si F est un 
sous-espace vectoriel fermé d'un espace vectoriel échelonné E alors E/F 
est échelonné par les espaces de Banach 

(E/F) s :=E s /(EnF), 

Finalement, rappelons que le produit tensoriel topologique de deux 
espaces de Banach E, F, noté EcgF est le complété de E <g> F pour la 
norme 

II ® = inf E \\ x i\\ ® \\Vi\\ 

i=i í=i 
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oü la borne inférieure est prise sur les différentes écritures possibles du 
produit tensoriel [TS] (voir aussi [üj). 

On definit ainsi le produit tensoriel de deux échelonnements 

(E®F) S := E s èF s . 

La limite directe des espaces de Banach (Ecg)F) s definit un espace vec- 
toriel topologique que nous noterons E(g)F. Dans les cas que nous allons 
considérer, cet espace ne dépend pas du choix des échelonnements et 
notre définition est équivalente à celle de Grothendieck [üj. 

2.2. Morphismes d'un espace vectoriel échelonné. Soit E, F deux 
espaces vectoriels S-échelonnés. 

Nous dirons d'une application linéaire que c'est un morphísme entre 
des espaces vectoriels échelonnés E, F, si pour tout s g]0,S[, il existe 
s' G]0, S[ tel que l'espace de Banach E s est envoyé continüment dans F s >. 
Nous avons ainsi définit la catégorie des espaces vectoriels échelonnés. 

Nous désignerons par L (E, F) l'espace vectoriel des morphismes de 
E dans F et lorsque E = F, nous utiliserons la notation -C(E) au lieu de 
£(E, E). II n'y pas de raison, a priori, pour que £(E, F) coïncide avec 
l'espace des applications linéaires continues de E dans F, mais dans les 
exemples concrets que nous allons traiter ce sera toujours le cas. 

Si ||·|| désigne lanorme d'opérateur sur l'espace de Banach £(E S /, F s ), 
nous noterons ||w|| la norme de l'opérateur défini par restriction de u à 
E s /. Venons-en à la notion de convergence d'une suite de morphismes. 
La norme d'opérateur induit sur les espaces vectoriels £(E 8 /,F a ), une 
structure d'espace de Banach. 

Définition 4. Une suite de morphismes (u n ) de £(E, F) converge vers 
un morphisme u G £(E, F) si pour tout s' G]0, S[, il existe s g]0, S[ tel 
que la restriction de (u n ) définisse une suite de L(E S /,F S ) qui converge 
vers la restriction de u. 

Un sous-ensemble X de £(E, F) sera dit fermé si toute suite conver- 
gente de points de X à sa limite dans X. (L'utilisation du mot «fermé» est 
légèrement abusive, car il ne s'agit pas a priori du complémentaire d'un 
ouvert.) 

2.3. Filtration d'un espace vectoriel échelonné. Soit E un espace 
vectoriel échelonné. Les sous-espaces vectoriels 

E (fc) = {x G E : 3C, r, \x\ s < Cs k , Vs < r}, k > 

filtrent l'espace vectoriel E : 

Par ailleurs, on pose E^ fc ^ = E pour tout k > 0. 



LA CONJECTURE DE HERMAN 



11 



Définition 5. On appelle ordre de x G E, noté ord(x) le plus grand j 
tel que x G 

Le gradué, noté Gr(E), associée à un espace vectoriel échelonné E 
est l'espace vectoriel échelonné 

Gr (E) := 0E«/E (m) . 

i>0 

Si M est un sous-ensemble de E, on désigne par Gr (M) le plus pe- 
tit sous-espace vectoriel de Gr (E) qui contient l'image de M par la 
projection canonique 

E — ► Gr (E). 

2.4. r-morphismes, morphismes bornés. Conservons les notations 
du chapitre précédent. 

Définition 6. Un morphisme u G £(E, F) est appelé un r-morphisme, 
t < S, sí pour tout s' G]0, t] et pour tout s g]0,s'[ ; on a l'inclusion 
u(E s i) CF S et u induit par restriction une application linéaire continue 

u s ' íS '■ E s / — > F s . 
On a alors des diagrammes commutatifs 




pour tout s' g]0,t] et pour tout s g]0, s'[, la flèche verticale étant 
donnée par l'inclusion F s C F. 

Définition 7 ([5]). Un r -morphisme u : E — > F d'espaces vectoriels 
S-échelonnés est dit k-borné, k > s'ü existe un réel C > tel que : 

\u{x)\s < Co~ k \x\ s+(T1 pour tous s g]0,t[, a e]0,t — s], x G E S+(T . 

Un morphisme est dit k-borné (resp. borné) s'il existe r (resp. r et 
k) pour lequel (resp. lesquels) c'est un r-morphisme fc-borné. Lorsque 
E = E s et F = F s sont des espaces de Banach, on retrouve la définition 
habituelle de morphismes bornés. (Nous n'utiliserons pas la notion plus 
générale d'application linéaire bornée d'un espace localement convexe, 
notre terminologie ne devrait donc pas porter à confusion.) 

Si u : E — > F est /c-borné alors uiEÜ+V) C F^. 

L'espace vectoriel des r-morphismes (resp. des morphismes) /c-bornés 
entre E et F sera noté S*(E, F) (resp. S fc (E, F)). On note N*(u) la plus 
petite constante C vérifiant l'inégalité de la définition [71 
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On vérifie facilement que si E, F sont des espaces vectoriels S-échelon- 
nés alors les espaces vectoriels normes (®^(E, F), N*), r e]0, S[, forment 
une S-échelonnement de !B fc (E, F). 

La propriété pour un endomorphisme surjectif d'ètre borné passe au 
quotient : tout endomorphisme /c-borné surjectif u : E — > E definit 
un endomorphisme fc-borné sur l'espace quotient E/F, pour tout sous- 
espace vectoriel fermé FcE. 

Définition 8. Un sous espace vectoriel fermé F d'un espace vectoriel 
échelonné E est dit m-direct (ou tout simplement direct) si pour tout s 

et pour tout n > 0, il existe un supplémentaire de F^ dans E« et si 
la projection sur F est m-bornée de norme 1. 

2.5. Échelonnement des germes de fonctions holomorphes. Mu- 

nissons l'espace vectoriel des germes de fonctions holomorphes à l'ori- 
gine E := 0o,o de la topologie de la convergence uniforme sur les 
compacts de C n . 

Fixons S > et s e]0, S[. Notons E s l'espace vectoriel des fonctions 
continues sur le polydisque 

D s := {z G C* : sup \zí\ < s} 

i=l,...,n 

qui sont holomorphes dans l'intérieur de ce polydisque. La norme 

|/|.:= sup \f(z)\ 

z€D 3 

muni l'espace vectoriel E s d'une structure d'espace de Banach et les 
(E s ) forment un échelonnement de E fil [13]. 

Notons T(— , — ) le foncteur des sections globales et int (— ) l'intérieur, 
on a donc : 

E s :=r(int(D s ),0 C n)nC°(D s ,C). 

Les inégalités de Cauchy montrent que pour cet échelonnement, tout 
opérateur différentiel d'ordre k sur 0<c n ,o définit un morphisme fc-borné. 

Par unicité du complété, la multiplication 

ü C m j0 (g>ü C n i0 — y 0<c m +",o, fi® fi9i 

est un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques et nous identifie- 
rons souvent les produits tensoriels avec leur image par multiplication, 
lorsque celle-ci est injective. 

Notons Mc",o l'idéal maximal de ü<c n ,o : 

M C n íQ ={fE C n j0 i /(0) = 0}. 

On a 

(O C n )0 )( fc ) = M k cn n. 
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Par conseqüent, la filtration d'espace vectoriel échelonné coïncide avec 
celle donnée par les puissances de l'idéal maximal. 

Le gradué associé à cette filtration est un espace vectoriel isomorphe 
à un espace de polynòmes 

Gr (üo, ) = M^no/MÍ+J, » C[z u ...,z n ] 
k 

que l'on peut identifier à un sous-espace vectoriel de Oc.o- 

Un autre échelonnement (H s ) de 0c™,o s'obtient en remplaçant l'es- 
pace des fonctions continues par les fonctions L 2 : 

E s :=r(int(D s ),0 C n)nL 2 (D S) C). 

Comme toute fonction continue sur un compact est integrable, l'identité 
definit un morphisme 0-borné 

J : (E.) — > (H s ) 

entre l'espace vectoriel E échelonné par les (E s ) dans le mème espace 
vectoriel échelonné par les (H s ). 

Proposition 1. L'inverse de l 'application J est un morphisme 1- 
borné. 

Notons | • | s la norme de H s et dV le volume euclidien sur C n ~ R 2n . 
Pour z G D s et a > fixés, on pose 

f(z + a) — ajcr* , e C. 

On a 

|/(z)| V = lool V < \ a i\ 2 ° 2j+2 = [ \f( z )\ 2dV - 

j>0 

Comme z + D a C D s+(7 , on a l'estimation 

/ \f(z)\ 2 dV<[ \f(z)\ 2 dV=\ff s+a , 

d'oü la proposition. 

Cette proposition implique que tout sous-espace vectoriel de E = 
0c™,o muni de l'échelonnement (E s ) est 1-direct. Ces considérations 
s'étendent sans diflicultés aux germes le long d'un compact de C n . 



2.6. L'exponentielle d'un morphisme borné. Si u, v sont des mor- 
phismes, respectivement k et k' borné, alors leur composition uv est 
(k + fc')-borné et on a l'inégalité 

N k T +k '{uv) < 2 k+k 'N k T {u)N k T '{v). 
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En effet : 

\(uv)(x)\ s < N k (u)^\v(x)\ s+a/2 < N k (u)N k ' 
pour tout x G E s+(7 . Plus généralement, on a la 

Proposition 2. Le produït de n morphismes ki bornés Ui, i — 1, ... ,n, 

est un morphisme k-borné avec k := Yli=i k e ^ P^ us précisément 



N^(wi • • • u n ) < n k J^J N^(-Uj), . 



i=l 



De plus, si U\ — • ■ • — u n — u est d'ordre 1 alors 

< TK{u) n . 

Corollaire 1. Soitu un t -morphisme 1-borné. Si l'inégalité3Nl(u) < s 
est satisfaite pour tout s < r alors la sèrie 



s 



converge vers un morphisme de E, et plus précisément 

^ (3Nj(u))' 1 

\e X\ XS < 2^ n_ X )j s j^ s ~ i 3Ni(n) \ x \ 

pour tous X e]0, 1 - s e]0,r] et x e E s . 

Nous dirons qu'un r-morphisme u est exponentiable si pour tout 
s < r, le r-morphisme u vérifie l'inégalité 3N*(w) < s. 

Finalement, remarquons que deux morphismes 1-bornés u, v e S 1 (E) 
exponentiables qui commutent vérifient l'égalité 

e u+v = e u e v_ 

Proposition 3. Soit E un espace vectoriel échelonné. Soit (u n ) C 
!B;j:(E)une suite de r -morphismes 1-bornés exponentiables. Si la sèrie 
numérique 

n>0 

esí convergente alors la suite (g n ) définie par 



9n : = e «» e «»-i 



converge vers un élément inversible de £(E). 

Pour démontrer ce resultat, commençons par généraliser le corollaire 
precedent. 
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Lemme 2. Soit (u n )une suite de T-morphísmes 1-bornés exponen- 
tíables. Pour tout s < r, la norme du morphisme 



9n ■= e ^ e u n -i . . . e u 



vérifie l'inégalité 

\g n x\\ s ,|| — r— — - j l 'i 



-(fi 1 -!!^^)) 



pourvu que À vérifie 

3 



max 



i<n (1 — X)S 



Nl(Ui) < 1. 



Démonstration. Notons Aj C 1? les suites i = (ix,...,ij) dont les 
elements sont dans l'ensemble {0, . . . , n} et telles que % v > i p+ \. On a 
alors la formule 



II: 



z\ z % := z£z% . . . z = 



et plus généralement 



n 1 



i=0 i>0 ieAj 

On pose 

u[i] := u h u i2 ■■■Ui j , i E Aj. 

Développons g n en sèrie puis regroupons les termes suivant l'ordre en 
t, il vient : 

,j n n n n ^2 

3« = BE u ^-\ = 1 + Eo* + (ZX + Z S MíM ^^ + • • • • 

j>0 ieAj i=0 i=0 3=0 i=j+l 

Posons 

z i)S := Ng(«i) et N^(w[i]) := N^w^w^ ■ ■■Ui-). 
De la proposition [21 on déduit l'inégalité : 

^Í(u[i])<yf[Nl(u ip ) = yzi ieAj 



et par suite 

3 \ J " 



VA e]0,l[. 



On obtient bien 

/ 

\g n x\xs < 



Z s I I I fi i Q£ 



[1-X)s 
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Ce qui démontre le lemme. □ 

Achevons la démonstration de la proposition. Pour cela, fixons s G 
]0, r] et choisissons À g]0, 1[ tel que 

3 , N^K)) < 1. 

„>0 (1 — A)S 

II est possible de trouver de tels À car la suite (N*(tt n )) étant majorée 
par (N*(-u n )), elle tend vers quand n tend vers l'infini. 

Montrons tout d'abord que la suite (g n ) definit, par restriction, une 
suite uniformement bornée d'opérateurs dans £(E s ,E As ). Pour cela, 
notons || • || a la norme d'opérateur dans £(E S , E As ). Le lemme precedent 
donne l'estimation 



\9: 



n\\x<Uï 



i=0 (l-A)s 



n;(«í)" 



En prenant le logarithme du membre de droite, on voit que le pro- 
duit converge quand n tend vers l'infini, car la sèrie de terme general 
(Ng(u n )) est convergente. Comme chacun des facteurs de ce produit est 
au moins égal à un, on obtient l'inégalité 

\\9nh < Ca, C a := H _ , 

Ce qui démontre l'assertion. 

Soit à present, /i g]0, 1[ vérifiant l'inégalité 

3 

sup 7ï — 7TY7 N ^^ n ^ < 1 - 

„>0 [i. — yUjAS 

Nous allons montrer que la suite (g n ) définit, par restriction, une suite 
de Cauchy dans £(E S , E mAs ), la proposition en découlera. 

Je dis que la sèrie de terme général \\g n — g n -i\\x[i est convergente. 
Pour le voir, écrivons 

9n ~ 9n-\ = (e Un - Id)^„_i 
oü Id G £(E) désigne l'application identité. 

En développant l'exponentielle en sèrie, on obtient l'inégalité : 

(3N5>„))>+' V, , 3 NL(„„) 



\j>0 U 



AíUs)^ 1 / ly ' AS i _ _ 3Nj>N) As 



pour tout y G E As . En prenant y = g n x, ceci nous donne l'estimation 

ll(e «._ Id)9 „_ l|lv ,_^^^. 



As 
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La quantité 

k 3C A 
K a,m := sup 3N i (u , 

As 

est finie car la suite 3N As (w n ) tend vers lorsque n tend vers l'infini. 
Nous avons donc montré l'estimation 

\\g n - gn-i\\\n < -Iva,^ — : • 

AS 

II ne nous reste plus qu'à utiliser l'inégalité triangulaire pour voir que 
(g n ) definit une suite de Cauchy de l'espace de Banach £(E S , E m a s ) : 

ii ii ^ n ii ^ is ( 3N L( M «+i) 

\\9n+p - 9n\\XiJ. S \\9n+i ~ 9n+i-l\\XiJ. S ^A lít I ^ ^ 

i=l \i=l 

Nous avons donc montré que la suite (g n ) converge vers un element 
g G £(E). On démontre de mème que la suite (h n ) définie par 

h n = e- uo e~ Ul ■ ■ ■ e~ Un 

converge vers un element h G £(E). Pour tout n G N, on a : 

9n hn h n g n Id 

donc gh — hg — Id . Ce qui montre que h est l'inverse de g. La propo- 
sition est démontre. 



2.7. Morphismes moderés. Soit S > et E := (E n ) F := (F n ) 
des suites d'espaces vectoriels S-échelonnés. Nous noterons abusivement 
de la mème façon les normes pour les différentes valeurs de n. Un 
morphisme u : E — > F est une collection de morphismes d'espaces 
vectoriels échelonnés. 

Les notions définies pour les espace vectoriels échelonnés s'étendent 
naturellement aux suites d'espaces vectoriels échelonnés. Par exemple, 
si les u n sont des r-morphismes (resp. des r- morphismes /c-bornés) 
nous dirons que u est un r-morphisme (resp. r-morphisme fc-borné). 
En accord avec notre convention, nous notons N£ la norme de l'espace 
vectoriel S fc (E„,F n ) sans préciser l'indice n. 

Définition 9. Un r-morphisme 

u = (u n ) : E — > F 

est dit k-modéré si, pour tout s, la suite numérique N^.(u n ), appelée la 
norme de u, est à croissance modérée. 

Nous noterons M fc (E, F) l'ensemble des morphismes /c-modérés. 



Définition 10. Un quasi-inverse à droite d'un morphisme 
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est un morphisme 

v : F — > E 

tel que 

u n o v n (x) = x modF^ n+1 ^ 

pour tout n > 0. 

On definit de manière similaire les quasi- inverses à gauche. On pourra 
comparer cette notion à celle introduite par Moser et Zehnder [TT| IM]. 

2.8. Approximations d'espaces vectoriels échelonnés. Soit 
un espace vectoriel S-échelonné. 

Définition 11. Une approximation de consiste en la donnée d'une 
suite d 7 espace vectoriels échelonnés (E n ) ainsi que de deux suites de 
morphísmes 0-bornés , appelés morphismes de restrictions, entre es- 
paces vectoriels : 



et 



Hvo — > H(i — > hj 2 — ; 



E ^> E 

- LJ n. ' - LJ oo 



tels que 

ii) la norme des r n , s n est au plus égale à 1. 

Le produit tensoriel topologique de deux approximations est definit 
en prenant le produit tensoriel des espaces vectoriels échelonnés : 



(E®F) niS := E n ,,èF 



n,s • 



2.9. Approximations tautologiques. Soit E un espace vectoriel S- 
échelonné. Considérons la suite d'espaces vectoriels échelonnés (E n ) 
définie de la façon suivante. Comme espaces vectoriels topologiques, 
les E n sont tous idèntiques : 

E n = E et Eqo = E. 

En revanche, l'échelonnement de E n diffère en fonction de n : 

(E n ) s := E Sn , (Eoo) s = E s 

avec 



_ n + 2 
s n . ■ — Sj s G 
n + 1 



4 



Les inclusions E s+(7 C E s induisent des applications de restriction. 

Définition 12. L 'approximation définie ci-dessus sera appelée approxi- 
mation tautologique associée à V espace vectoriel échelonné E. 
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2.10. Approximations ultra- violettes. On note le faisceau des 
fonctions fc-fois différentiable au sens de Whitney sur un fermé K C 
C d [23] • Considérons une famille décroissante de fermés (K n ), n G N, 
K n C C d dont on note l'intersection. La restriction du faisceau des 
germes de fonctions holomorphe O^d à chacun des K„ donne lieu à des 
morphisme de restriction 

• • • — > Ok„ — > Ok„ +1 — > Ok„ +2 — > ■ ■ ■ 

Pour tout n et pour tout k chacun de ces faisceaux se projette sur celui 
des fonctions C k sur Koo : 

Ok„ — > 

pour tout entier k. 

Fixons un système de voisinage B s , s G [0, S] croissant, compacts 
d'un point x G K. Ces voisinages donnent lieu à des structures d'espaces 
vectoriel échelonné comme en 12.51 sur les anneaux locaux Ok„,o, o 
et par conseqüent à des approximation de ce dernier : 

E n , s := r(int (K„ n b s ), o cd ) n c fc (K„ n b s , c). 

2.11. Produits infinis. Soit E := (E n ) une approximation d'un es- 
pace vectoriel échelonné E^. 

Proposition 4. Soit u = (u n ) un r -morphisme 1-borné de E expo- 
nentíables. Si la sèrie numérique 



n>0 



est convergente dans R alors la suite (r g n ) définie par 



9n = e Un r n - ■■r 2 e Ul r 1 e U0 



converge dans £(E ,E C 



La démonstration est analogue à celle de la proposition [3j En voici 
les grandes lignes. On fixe s g]0, r] et on choisit À,/i g]0, 1[ tels que 

3 

^>o (1 - X)s 



sup- — Nl(u n ) < 1 



et 



3 

sup 71 vT N ^( M «) < L 

„>o (1 - AijAs 

On note || ■ \\\ tn la norme d'opérateur dans l'espace £(E Si0 , E\ Stn ). 
En développant l'exponentielle, on obtient l'estimation : 



\gn ^ngn— 1 1| \fi,n ^ Kx^- 



Xs 



20 



MAURICIO GARAY 



avec 

k 3C A 

n >° 1 — /i \s 

et 



n.ï 



n>0 (l-A)s 



Cette inégalité montre que pour tout j > 0, la suite (rg n ), n > j 
definit une suite de Cauchy dans l'espace de Banach £(E s , E AAts oo ). 

§3 Le théorème KAM généralisé 
3.1. Énoncé du théorème. 

Définition 13. Une application f : E — > F entre deux suites d'espaces 
vectoriel S-échelonnés E = (E ra ), F = (F n ) est dite l-modérée si la suite 

p n := sup{or ; ; s G ]o, S[, o g]0, S - s[, X G E n , s+(T } 

est à croissance modérée. 

Tout morphisme modérée définit bien entendu une application modérée. 

Théorème 4. Soit E une approximation, a G E ; F une sous-approximation 
directe deE et q un sous-espace vectoriel de M 1 (E) (2) . Soit M un sous- 
ensemble e 3 -invariant. Supposons qu'il existe pour certains k, l > une 
application l-modérée 

j:F^M fc (Gr (M)/Gr (F),g) 

telle que j(a) soit un quasi-inverse du morphisme 



q — ► Gr (M)/Gr (F),«^ u(a + a). 

Pour tout x G a + M 0; il existe une suite (u n ), avec u n G (Q n ) n ~ k , telle 
que 

i) la suite g n := re Un r n . . . e U2 r2e Ul rie u ° converge vers un élément 
í e£(E 0l E oo ); 

ii) g(x) = r(a)(modFoo). 

3.2. Príncipe de la démonstration du théorème [4]. Pour chaque 
b G M, nous allons construiré de proche en proche des suites (u n ), (b n ), 
(a n ), (c n ). Posons 

a = a,b = b, u = jo(0)b . 

Fixons un supplémentaire G de F dans E. Soit «o G F et co G Go 
tels que 

«o + c = b - u (a ). 
On construit les termes suivants par les formules : 
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1) a n+l — r n+l{a>n + «n) j 

2) b n+ i = r n+1 e~ Un (a n + b n ) - a n+1 ; 

3) u n+1 = j n +i(J2L·o a t)K+i ; 

4) OLn+i + c n+ \ = b n+ \ — M n+ i(a n+ i), a n+ \ G F n+ i, c n+ \ G G„+i. 

Nous allons voir que (g n ) converge vers une limite g, (u n ) et (c n ) 
tendent vers et {Y2 ra n) converge vers une limite a G F^. 

Dans ce cas, la suite (rg n x) converge vers x' G a + F. En effet, 
lim rc n + lim ra n = 

n — >+co n — >+oo 

et par définition de j, on a : 

En prenant l'image par r dans les deux membres de l'égalité et en 
passant à la limite sur n, on trouve 

lim r(b n ) = (modFgo). 

n — >+oo 

Par ailleurs 

a n +i + K+i = r n+1 g n {a + b) 

donc, en prenant, à nouveau, l'image par r et la limite sur n, on trouve 
bien 

r(a) = g(a + b) (modFoo). 

CQFD. 

3.3. Démonstration du Théorème 31 

Lemme 3. Soit E un espace vectoríel échelonné. Pour tout r-morphisme 
1-bornéu, tout s G]0,r[ vérifiant la conditíon 

3N*H 1 
(r - s) ~ 2 

eí íouí x G E T; on a les inégalités 

1) |( e -«(Id+u)-Id)x| s <^^N^) 2 ; 

2) |( e ^(Id+n)-Id)x| s <^%Ni(n); 

(r - s) 

3) |( e -"-Id)x| s </^NiH; 

(r - s) 

4) |(e- u -Id)x| s < 2|«(a;)| r ; 

5) |e"x| s < 2|x| T . 
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À titre d'exemple, montrons la première de ces inégalités. L'égalité 

e - ( id+«)-id=x;^ f (-i) B+i «" +2 

n>0 ^ >' 

donne l'estimation 

n>0 V n>0 V ; 



Comme 

3N*(u) 



< 1, 



T — S 

la sèrie du membre de droite est égale à 



* 2 £(» + i)* =7T-ÏÏ> avecí = T^7 

n>0 1 > 



En utilisant l'inégalité 



' <4, VíG[0,à 



(1-í) 2 - ' 2 

on trouve bien la majoration du lemme. 

Quitte à multiplier toutes les normes par une mème constante, on 
peut supposer que : 

1 

\a\ s < — . 

Ce qui nous évitera d'avoir à s'occuper des constantes qui interviennent 
dans les estimations du lemme. 

Soit l tel que l'application j soit Z-modéré. On definit la suite (p n ) 
par 

Pn:=S up{2,'í%M :ae(E J 
L 1 + \a\ s+a 

si cette borne supérieure est au moins égale à un, si ce n'est pas le cas 
on prend p n := 1. 

Les produit infinis 

Pn '■= ]_ ]_ Pn+i = Pn+1 Pn+2 Pn+2 
i>0 

définissent une suite majorée par 1 car p n > 1 et, de plus, 

Pn+l = Pn+lPn- 

Par ailleurs, comme (p n ) est à croissance modérée, on a : j3 n > pour 
tout n > 0. 

Définissons à present les suites (s n ), (a n ) par a n = +2 et 

ó 

* - - 2s 

— s n — oa n , So — s, si — — , .... 
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Pour n > 0, le vecteur b n s'écrit sous la forme 
b n +i = t n+ i(A n + B„ + C n ), 

avec 

A n := (e _u "(Id + u n ) -ld)a n , B n : = (e" u " -Id)a n , C n := e~ Un c n . 

Comme j definit un quasi- inver se, on a : 
ord (u n a n ) = ord (b n ), ord (a n ) > ord (b n ), ord (c n ) > ord (b n ). 
La deuxième inégalité du lemme montre que 

ord (A n ) > ord (u n (a n )) + ord (u n ) - 1 > ord (b n ). 

De mème 

ord (B„) > ord (u n a n ) > ord (u n ) + ord (a n ) > ord 

Fixons m > pour que la projection sur F soit m-bornée de norme 
égale à 1. 

Les ordres de A n , B„, C n , c„ et a n croissent avec n, donc, quitte à 
remplacer s par s' < s suffisament petit et les elements ao et bo par on 
et Òn, avec N assez grand, on peut supposer que les inégalités suivantes 
sont vérifiées pour n = : 

o2 2k+2l+2m+3 
t J n u n 



i) |A„L < 



3 

o2 2k+2l+2m+3 
t J n u n 



ü) |B n | Sn < 

o2 2k+2l+2m+3 

\\\\ \n i < tjL-Jl • 

iv) |an| Sri </3n^ +m+1 ; 

v) |c n | Sn </3 n ^íl +m+1 ; 

1 

S — 32fc+2i+4m+2 ' 

Montrons par récurrence sur n qu'elles sont alors vérifiées pour tout 
n > 0. 

Supposons ces inégalités vérifiées jusqu'à l'ordre n, n > 0. Comme 
frn+i = r n+1 (A n + B n + C n ), d'après i), ii) et iii) au rang n, on a : 

I/, I o2 2fc+2i+3m+3 

|0n+l|s n+ i S P n O-„ 

En utilisant iv) jusqu'au rang n, on a : 



n 



i=0 
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Par définition de la suite (p n ), on a : 

Pn+ 

2aí 



i=o - a " i=0 



Comme 

(&n+l), 

on obtient ainsi l'estimation 

r*ï TSjl f„ ï <T _2fc+2*+2m+3 _ o fc+Z+2m+3 

n-fc+Z n í J n+l u n 

Montrons à present les inégalités iv) et v) au rang n + 1. L'inégalité 

n 



i=0 

donne l'estimation 



\u n +i(a n +i)\s n+1 < 



2N L +1+CT „K+i) 



O'n 

D'après (*), on a alors 

|^ + iK + i)| s „ +1 <2/3 n+1 ^ +í+2m+2 . 

Comme (3 2 < et s < 1, cette estimation et celle sur b n+ i, nous 
donne : 

l^n+i— u n+ i(a n+ i)\ Sn+1 < \b n+1 \ Sn+1 + \u n+1 (a n+ i)\ Sn+1 < 3(3 n+ ia^ +l+2m+2 . 
L'hypothèse vi) entraïne que 

1 

On+l < s < -, 

d'oü l'estimation 

o fc+i+2m+l 
|7 / \ i l· J n+l<~> n 

Wn+i — u n+ i{a n+ i)\ Sn+1 s g ■ 

La projection sur F est m-bornée de norme 1, on a donc : 

|"n+l \s n +l ^ 2 

et 

I c n+l|s n+ i < l&n+l — + l^n+lls^+i < Ai+lO" 

Ce qui démontre iv) et v) à l'ordre n + 1. 
En appliquant le point 1) du lemme avec 

A n+ i := e- u " +1 (Id +íí n+ i) - Id)a n+ i 
et r — s = a n , on obtient l'inégalité 

| A n+l|s n+ i li 



k+l+m+1 
n 
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En utilisant l'inégalité (*), on trouve alors 

o2 2k+2l+4m+6 

I A I ' J n+l u n _ n2 _2fc+2Z+4m+4 

| A n+l|s„+i ^ ~2 — Pn+l a n 

n 



Comme 

s 1 



™ — g — 32fc+2í+4m+4' 

on a : 

2fc+2Z+4m+4 ^ 1 2fc+2Z+4m+3 

Nous avons donc démontré i) au rang n + 1 . 

Appliquons maintenant le point 2) du lemme à B n+1 avec r — s = <7„. 
On obtient ainsi l'inégalité : 

|R I < ^s n+1 +a„(u n+ i) 

\ a n+l\s n +i — \ a n+l \s n +i+cr n ■ 

On 



L'estimation iv) au rang n+1 et l'estimation (*) entraïnent l'inégalité : 

113 I << « 2 ^2fc+2í+3m+4 

\ün+l\s n+1 S AV+l^n 



On a : 

s 1 

On < - < 



g — 32fc+2í+3m+4 

d'oü l'inégalité 

2fc+2Z+3m+4 / 1 2fc+2Z+3m+3 
°n — 3 ™+l 

Nous avons donc démontré ii) au rang n+1. 

Appliquons maintenant le point 3) du lemme à C n+ i avec r — s = a n . 
On obtient ainsi l'inégalité : 

i ^ ^ s n+ i+o- n ( u n+l) i i 

|^n+l |s n +i — | c n+l| 
On 

L'hypothèse de récurrence v) et l'estimation (*) entraïnent l'inégalité : 

1 

Nous avons ainsi démontré iii) au rang n+1, ce qui achève la démonstration 
du théorème. 



|p I <- p2 _2fc+2Z+3m+3 

\ K - J n+l\s n+1 ^ o Pn+l n+l 



§4 FORME NORMALE D'UN HAMILTONIEN EN UN POINT CRITIQUE 

4.1. Complements sur la forme normale de Birkhoff. Considé- 
rons à nouveau l'espace M 2n muni de coordonnées qi,Pi, i — 1, ... ,n et 
de la forme symplectique Standard : 

n 

ou := dqi A dpi. 

i=l 
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Supposons les ctj linéairement indépendants sur Q. Dans ce cas, pour 
tout /, il existe un symplectomorphisme 

Vl : (R 2ít , 0) — >■ (R 2íi , 0) 

et un polynòme 

Ai(X 1; X 2 , . . . , X n ) G HqXx, . . . , X n ], 
de degré /, appelé polynòme de Birkhoff, tels que : 

H o ^ = A^ 2 + <? 2 , ■ ■ ■ ,p 2 n + q 2 n ) + o(2Z), G R. 

En prenant la limite sur Z, on obtient des series formelles A, ip qui 
vérifient 

Ho<^ = A(p 2 + ç 2 ,...,p 2 +ç 2 ). 
La sèrie A est unique. On l'appelle la forme normale de Birkhoff. 
Considérons les applications des fréquences 

VA, = (dx.At, : R n — ► R n . 

Définition 14. L'espace des fréquences de H ; noté V(H) C R™, esí Ze 

p/ws peíií sous-espace affine de R™ qui contient les images de VA, pour 
tout l > 2. 

Dans les cas genèriques, les applications des fréquences sont des iso- 
morphismes et on a : V(H) = R™. Ce sont les cas que l'on appelle 

isochroniquement non degenerés. 

Soit e±, . . . , ed G R n une base de l'espace des fréquences. Nous allons 
re-écrire les fonctions A, en faisant intervenir directement les applica- 
tions des fréquences. Pour cela, munissons l'espace produit 

R 2n x R d = {(q,p, A)} 

de la structure de Poisson induite par le bivecteur 

n 

i=i 

Considérons l'application 

/ . ( M 2n ) Q) _^ (R n 0)> ^ {p 2 + g 2 p 2 + ^ _ £ + g 2j 

et notons I l'idéal de R[[ç,p, A]] engendré par les composantes de l'ap- 
plication / - J2t=i ^i e í- 

Si deux fonctions sont égales modulo le carré de l'idéal I alors elles 
défmissent le mème flot hamiltonien sur les variétés 

d 

L x = {(q,p)eR 2n :f = J2^}- 

i=i 

En effet, pour j,/igI, ona: 

{H + gh, -} = {H, -} + g{h, -} + h{g, -} = {H, -} (modl). 
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La formule de Taylor à l'ordre 2 donne l'égalité (lemme d'Hada- 
mard) : 

d 

A(/) = A(x) + (VA(x),/-x) (modl 2 ), 2 = ^^. 

Par conseqüent, les fonctions A(/) et (VA, /) définissent la mème 
dérivation hamiltonienne de l'anneau À]]. 

On peut ainsi ré-écrire la normalisation de Birkhoff sous la forme 

n 

<p(E) = J2(dxA(^^ (modl 2 + R[[A]]) 
í=i 

oü <p est un automorphisme de M[[A,g,p]] qui préserve la structure de 
Poisson. 

La signature de la partie quadratique de la forme normale de Bir- 
khoff ne joue pas de ròle particulier. On peut considérer une fonction 
holomorphe 

H : (C 2n ,0) — )• (C,0) 

avec un point critique de Morse à l'origine. II existe alors des series 
for mèlies A, <p qui vérifient 

Ho^ = A(p 1 q 1 ,...,p n q n ). 

Si H est réelle, la partie quadratique de sa forme norme de Birkhoff est 
conjuguée par une application linéaire à la partie quadratique de A. 
Cette forme linéaire envoient la conjugaison complexe sur une involu- 
tion antiholomorphe r. Les applications A, (p envoie r sur la conjugaison 
complexe. La notion d'espace des fréquences se definit dans le cas com- 
plexe comme dans le cas réel et lorsque H est réel, cet espace vectoriel 
est la complexification de celui definit sur le corps des nombres réels. 

Par la suite, nous ne préciserons pas ces structures réelles, car elles 
ne jouent aucun ròle dans la démonstration. 

4.2. Produits de Hadamard. Considérons l'espace 0c<*,o munit de 
l'échelonnement en espace de Hilbert décrit au n !2.5l Considérons l'ap- 
proximation tautologique associée à cet échelonnement et posons 

z i = z^zí? ...4™, i e N d . 

L'idéal maximal M C d C 0c d es ^ ainsi muni d'un échelonnement. Le 
produit de Hadamard de deux sèries 

/ : = ^aiz\ g := ^hz 1 

i i 

est défini par 

f*9'= 5^ aibiZl 
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Proposition 5. Soit a G W l un vecteur qui satisfait la condition de 
Bruno. Posons 

f : = ^2( a ,i)z\ g n := (o:,i) _ V 

i€N™ ||i||< n 

alors les produïts de Hadamard 

g n * : (M c ,o)n — )• F n , ^ ^ ^ 7^M> £ G C, 

iGN™ ||i||< n V ' ' 

avec F = M C d o« F = Gr(M C d ) ; définissent un quasi-inverse 0- 
modéré du produit de Hadamard par f dont la norme est majoré par 
la suite (o^a)" 1 ). 

L'application definit évidemment un quasi-inverse. Par ailleurs, on 

a : 



, (et, -i) I 2 [al 

||i||<ra |V ' n 1 J " ||i||<n 

ce qui donne l'estimation souhaitée pour la norme de cet inverse. 
Soit à present K la famille de compact 

et B s , s g]0, S] un système fondamental de voisinages croissants com- 
pacts de a. Munissons l'espace Q de l'approximation 



(GL,Jn,-=c fe (K n nB s ,c). 

Proposition 6. Si a — (a k ) est une suite à décroissance modérée 
alors les applications definies par 

A 

(a,i) 



Un : (C| ooiQ èM cd)0 )„ — >■ F n , ^ /* <g> ^ -Ü- ® 



ieN™ ||i||<n 



avec F = a <S>Mcd,o ou F = Gr (C^ a <8>Mcd,o)> définissent un 
quasi-inverse k-modéré de 

dont la norme est au plus (a^ 1 ). 

Si k = alors la démonstration est identique à celle du cas precedent. 
En effet : 

A\2 



'/„( / )i: = > ~ — Tjf - s — > i u\ 2 \z n2 

\\i\\<n -"'^1 °» ||i||<n 

ce qui donne l'estimation souhaitée pour la norme de u n . 
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Fixons n et notons provisoirement ||·||jfc, s la norme de (C^ a £g>Mcd i0 )n, 
En vertu des inégalités de Cauchy, on a : 

fel 

\\f\\k,s < -^Wfhs+a, <T<1, 

ce qui implique la propriété pour k > 0. 

L'injection (H s ) — > (E s ) d'espace vectoriel échelonnée est 1-bornée 
par conseqüent les deux propositions précédentes restent valables pour 
la structure échelonnée (E s ) à condition d'augmenter l'indice de modé- 
ration de à 1 pour la première et de k à k + 1 pour la seconde. 

4.3. Forme normale sur la fibre spéciale. Notons I C 0<c 2i \o l'idéal 
engendré par les germes de fonction 

Piçi, • • • , p n q n - 

Proposition 7. Soit H : (C 2n ,0) — > (C",0) un germe de fonction 
analytique de la forme 

n 

H(<?,£>) = } , ociPiqi + o(2). 

i=l 

Sí le vecteur a = («i, . . . , a n ) satisfaít la condition de Bruno alors pour 
toute fonction de la forme 

H + R, R G M^2n o 

il existe un automorphisme symplectique <p G Aut (Oc2«,o) tel que 

<^(H + R) = H (modl 2 ). 

De plus, si H et R sont invariantes par une involution réelle alors (p 
peut ètre choisit réel. 

En particulier, dans un voisinage sufnsamment petit de l'origine, 
H + R admet une variété lagrangienne complexe invariante symplecto- 
morphe à 

{(q,p) : piçi = p 2 <?2 = • ■ ■ = p n q n = 0}. 

Cette proposition est une application directe du théorème KAM gé- 
néralisé. En voici les détails, munissons l'espace vectoriel 

E := Oc 2 ",o 

de la structure échelonnée (H s ) définie en 12.51 Celle-ci induit une ap- 
proximation tautologique sur E. Désignons par Mc2«o l'idéal maximal 
de l'anneau local O^ q. Munissons les espaces vectoriels 

M := M^ 2 „ i0 , F := I 2 fi M^» 

de la structure échelonnée induite par E ainsi que de leurs approxima- 
tions tautologiques. L'espace vectoriel Gr (M) (resp. Gr(F)) s'identifie 
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aux sous-espace des polynòmes dans les variables q, p contenus dans M 
(resp. dans F). 

Le groupe G des germes de symplectomorphismes dont la partie 
linéaire est l'identité agit sur H+M^ 2 n - Désignons par g les dérivations 
de la forme 

{h, ■} E Der (Qc»»,o), h e Mc2n . 

On construit un inverse j(a) modéré de 

p(a) : g — ► M/F g {g, H + a}, a G I 2 

en cherchant d'abord un inverse modulo I puis en ajoutant une correc- 
tion afin d'obtenir l'inverse modulo I 2 . 

Pour cela, commençons par remarquer que la base piqi, . . . , p n Qn P er_ 
met de scinder la suite exacte d'espaces vectoriels 

— > I/I 2 — > O C 2n i0 /I 2 — > Ü C 2„ /I — )> 0. 

On obtient ainsi un isomorphisme d'algèbres 

Oc^,o/I 2 ~ O c ^,o/I©I/I 2 

et par suite un isomorphisme d'espaces vectoriels 

M/F w M/(I n M) © (I n M)/(I 2 n M). 

Dans la suite, nous identifierons chaque espace quotient de la forme 
A/B à l'orthogonal de B dans A. 

Soit, à present, g n les fonction definies par : 

9n= V j^-zipqY, {pqY ■= GoiÇi) n (P2Ç 2 ) i2 . . . {p n q n ) in - 

\\i\\<n, i^0 K ' ' 

Les resultats du 14.21 montrent que les produit de Hadamard par les g n 
définissent un quasi-inverse à droite 0-modéré de 

Mc2«.o/I — > Mc2n,o/Ij a ^ {a, H}. 

Cette propriété permet de definir un quasi-inverse à droite j(a) de p(a) 
par la formule : 

M n /(lnM n )©(lnM n )/(I 2 nM n ) — > g n : (a,6) ^ a*g n +bkg n -{a*g n ,a}*g n . 
En effet : 

{a*g n +bkg n -{a*g n , a}*g n , R+a} = a+b+{a-kg n , a}-{{a*g n , a}-kg n , H} (modl 2 ). 

et la somme des deux derniers termes est nulle, car : 

{{a * g n , a} * g n , H} = {a * g n , a}. 

Ceci montre que j(a) est un quasi-inverse à droite 0-modéré de p(a) 
associée à la structure échelonné (H s ) donc 1-modéré pour la structure 
(E s ). 

L'application at h- > j(pt) ne fait intervenir que des dérivées du premier 
ordre en a. D'après les inégalités de Cauchy, elle est donc 1-modérée. 
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Les conditions du théorème KAM généralisé sont satisfaites, la propo- 
sition est démontrée. 

4.4. Forme prénormale. Notons 

À = (Ai, . . . , \d), /i = (/íi, • • • , nà) 
les coordonnées sur l'espace vectoriel C 2d . Le bivecteur 



v 

i=i 

induit une structure de Poisson sur C 2n+2d = {(q,p, A, //)}. 

Soit ei, . . . , ed C C n une base de V(H). Notons l\ )l·l C C 2n+2d l'idéal 
engendré par les composantes de l'application 

d 

g := Oiçi, . . . ,p n q n ) - ^(A* - aO^, i = 1, . . .,n 

i=i 

et I M pour l'idéal de C 2n+d engendré par les restrictions des compo- 
santes de g à A = 0. 

La projection sur les coordonnées (q,p) (resp. A)) induit un 
morphisme d'anneaux 

ü(£2n Q C 0(£2n + 2d Qj (reSp. 0(£2n + d Q C ' £2n + 2d g) 

qui nous permet d'identifier Üc2n j0 (resp. O C 2n+d j0 ) avec son image dans 

Oç2n+2d Q. 

Par ailleurs, pour tout k il existe un germe de symplectomorphisme 
^:(C 2 ",0)^(C 2 ",0) 
et un polynòme A k G K[Xi, X 2 , . . . , X n ] de degré k tels que : 
Roip k = A k (p 1 q 1 ,p 2 q 2 , ■ ■ ■ ,p n q n ) + o(2k). 

La proposition [7] permet donc, sans perte de généralité, de supposer 
que 

H = £? =1 c^ft + R, Rel 2 ; 
H = A k (p 1 q 1 ,p 2 q 2 , ■ ■ ■ ,p n Qn) + o(2k) 
oü k est choisit sumsamment grand pour que l'image de VA^ soit égale 
àV(H). 

4.5. Fin de la démonstration. Posons 

/ = (PlQl,P2q2,---,Pnqn) 

et notons (■, ■) le produit scalaire. Défmissons la fonction 

n d 

G = ^aiPiqi + e { ) + R(q,p). 

i=i í=i 
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La forme prénormale de H montre que la restriction de G à À = est 
égale à : 

n d 

G := ^aigi + 53 eO ( mod Ç) 
i=i í=i 

Nous allons à present appliquer le théorème KAM généralisé. 
Posons 

:=C"x (D a -a). 

et munissons l'espace vectoriel o de l'approximation ultraviolette 
associée aux ensembles fermés (voir I2.1üp : 

L m :=C n x((V a ) m -a), 

et aux voisinages 

B s = {(à,/í):||(À,/í)||< S 2 }. 

Le produit tensoriel Eoo := C 2 ^ CS>0<c 2 ™,o est ainsi muni d'une approxi- 
mation (E m ) Soit 

Moo C (C^, ®Oc-,o) (5) 
le sous-ensemble definit par 

ReM» ^ V(H + R)=V(H). 

Posons 

Foo := (CZ fi ®ll» + Ct, ) (5) 
et prenons pour l'espace des dérivations de la forme 

k 

{/> ~} + 53 üid ^ 
i=l 

avec/GM^, ^ e (C^ )( 3 ). 

L'approximation (E m ) induit des approximation sur M m et F^. Décomposons 
les Gr (M m )/Gr (F m ) dans une somme d'espaces vectoriels N m , P m . Les 
sous-espaces vectoriels N m sont engendrés par les classes des a(X, //)p í ç· 7 , i ^ 
j et P m par les classes des a(A, //)(/, e»). 

Soit 

# m = 53 7X7) G Em ' 

La décomposition 

O c2 „ i0 /I 2 « O c2 n i0 /I©I/I 2 

permet d'écrire le quotient N/(Gr(F) fi N) comme une somme. On 
définit comme précédemment les morphismes 

A m (a) : (a,b) ^ a -k g m + b * g m - {a-k g m ,a} * g m . 
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Définissons à present l'application 

en prenant pour image de a(A, //)(/, ej) la dérivation 

a(A,/i)0 w e Q m - 

Les applications 

j m (a) := A m (a) + B m 
définissent des quasi-inverses à droite 2/c-modérés de 

— >-E, £ H> {g,R + a} 

Par conseqüent, d'après le théorème KAM généralisé, il existe une suite 
de morphismes de Poisson 

(<Pm), e £(E ,E m ) 

dont la restriction converge vers un morphisme (p^ tel que 

y?oo(G) = G . 

D'après le théorème d'extension de Whitney, ce morphisme est ob- 
tenu par restriction à (T> a — a) x C 2n+d d'une application de classe 

Qk 



cp : (C 2d xC 2 ",0) — ► (C M xC 2í \0),(/i,A,ç,p) ^ (^(A, /i), cp 2 (\, fi, q,p)). 

Cette application est tangente à l'identité donc d'après le théorème des 
fonctions implicites, dans un voisinage de l'origine, l'image inverse du 
sous espace vectoriel 

{fi = 0} C C d 
est le graphe d'une fonction C 2fc : 

( ai ,...,a d ):{C d ,0)^{C d ,0). 

La sèrie de Taylor à l'origine de l'application 

d 

a : {C d , 0) — ► V(H) C C", X^a + J^ a *( A ) e * 

i=l 

est de la forme VA& + o(2k). Les dérivées en l'origine d'ordre < k de 
Afc engendrent V(H) donc l'application a est non-dégénérée. Notons K 
la préimage de T> a dans un voisinage suffisamment petit de a. 

La fonction a est limite uniforme pour la topologie C 2k sur K des 
VAfc. Donc d'après le théorème du graphe fermé, l'application a est le 
gradient d'une fonction C 2k : 

A : (C n ,0) — ► (C,0). 



Notons X, l'image inverse de K par l'application /. On a bien 
i°<p)\x = (G(-,/i = 0)o(p) lx = (G )| At =vA(: 
Ceci achève la démonstration du théorème. 



(Ho<p)| X = (G(-,/i = 0)o V j)| X = (G )| At =vA(K) (modI 2 i([1 +C{//}) = A(g 1 ,p 1 , . . .,p„q„)\x- 
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4.6. Un théorème de tores invariants. Comme je l'ai indiqué dans 
l'introduction, on a des variantes du théorème de forme normale au voi- 
sinage d'un tore invariant, ainsi qu'au voisinage d'une orbite périodique (ce 
qui implique la conjecture de Herman pour les symplectomorphismes) . 

II reste toutefois encore un énoncé à ajouter à la liste de ces resultats. 
Notons M le produit de T*(S 1 ) n x R muni de coordonnées «actions- 
angles» : 

6j eS\ lj gR,íg1, j = l,...,n 

et de la structure de Poisson induite par celle du fibré cotangent au 
tore : 

n 

Notons Om le produit de la section nulle du fibré cotangent par le sin- 
gleton {t = 0} et 7r la fonction 

tt-.M — ► R n+1 (í,<^,I) ^ (í,I). 

Théorème 5. Soitb = (pi) une suite numérique à décroissance modérée 
et 

H: (M,0 M ) ^R 
un germe de fonction le long de Om de la forme 

n 

E = J2 a i l j + S ( ! ) + íR (!> <P), rfS (°) = 

avec 

a = («i, ...,a n )e T> b . 

Pour tout k > 0, il existe une application A : (R x R n , 0) — > R de 
classe C k et un germe de symplectomorphisme de classe C k : 

V : (X, 0) — ► (X', 0), X := tt" 1 o (VA)" 1 ^), VA := (d h A, d ln A) 

tels que 

i) Ko ip = A(t, li, • • • , I n ) ; 

ii) V application VA : (R n+1 ,0) — > (R™, 0) est non-dégénérée ; 

iii) la restriction de ip aux fibres de n est analytique. 

Ce résultat donne une variante théorème KAM classique sans au- 
cune hypothèse de non-dégénérescence. On pourra comparer ce résultat 
avec {ÍT\ et |T9] Section 2]. 
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